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Resumen

El presente documento consolida las definiciones tedricas fundamentales para la
construccion de la Curva Cero Cupdn en colones para la economia costarricense.
Inicialmente se presentan los fundamentos tedricos que respaldan la metodologia
empleada y se establece la modelacién de la curva cero cupdn ajustada especificamente
para las transacciones de mercado secundario costarricense, especificando las condiciones
de no arbitraje que deben ser seguidas por la optimizacién para asegurar que la curva
obtenida al final sea coherente con la teoria. Posteriormente, se explican los métodos
heuristicos utilizados en la optimizacion de los parametros de las curvas Svensson y Nelson-
Siegel con restricciones. Finalmente, se desarrollan indicadores y curvas asociadas, tales
como la Curva Par, las tasas forward y la prima por riesgo cambiario.
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Abstract

The current document consolidates the fundamental theoretical definitions for
constructing the Zero-Coupon Curve in colones for the Costa Rican economy. Initially, the
theoretical foundations supporting the employed methodology are presented, and the
modeling of the zero-coupon curve is established, specifically adjusted for Costa Rican
secondary market transactions. This includes specifying the no-arbitrage conditions that
must be followed during optimization to ensure that the resulting curve aligns coherently
with the theory. Subsequently, the heuristic methods used in optimizing the parameters of
Svensson and Nelson-Siegel curves with constraints are explained. Finally, indicators and
associated curves are developed, such as Par Yield Curve, forward rates and exchange risk
premium.
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1. Introduccion

La valoracién de activos tipicamente requiere descontar flujos de caja futuros a distintos
horizontes. Conocer la estructura temporal de tasas de interés a través de una curva cero
cupdn permite realizar valoraciones consistentes con el valor del dinero en el tiempo y el
no-arbitraje, medir y descomponer riesgos (de mercado, de crédito y cambiario), y derivar
indicadores como tasas forward, curva par y primas de riesgo, relevantes para decisiones
financieras y de politica econdmica. Esta necesidad es ampliamente reconocida por los
bancos centrales y supervisores; por ejemplo, el Banco de Pagos Internacionales (Bank of
International Settlements - BIS) presenta en BIS (2005) metodologias de multiples paises
para construir curvas de descuento libres de arbitraje.

Este documento presenta una metodologia para estimar la curva cero cupon en colones
para Costa Rica, libre de arbitraje, y muestra como, a partir de ella, se obtienen las tasas
forward, la curva par -inspirado en el trabajo de Gurkaynak et al. (2006)) de la Reserva
Federal-, asi como un conjunto de indicadores de premio cambiario. La propuesta esta
disefiada para ser operable con datos de mercado locales y para producir precios tedricos
y medidas de riesgo que sean coherentes y comparables a estandares internacionales.
Se utilizan bonos cero cupdn y bonos cuponados a tasa fija emitidos por el Gobierno y
el Banco Central en colones, abarcando todo el espectro de vencimientos disponibles en
el mercado local. La eleccion de instrumentos elegibles y los pesos buscan balancear
representatividad y vigencia, lo que permite un anclaje robusto del extremo corto y del
tramo medio-largo.

Durante las ultimas dos décadas se han venido realizando varios desarrollos para construir
una curva cero cupoén en colones para Costa Rica. La Bolsa Nacional de Valores (BNV)
desarrollé una metodologia para estimar la curva de rendimientos en donde se estimaban
las “Tasas Internas de Retorno” (TIR) de los instrumentos transados, se promediaban
para los distintos plazos y se obtenian los nodos de TIR observados (promedios), con los
cuales, a través de una interpolacion, les permitia estimar las tasas internas de retorno
de los instrumentos no observados. Sin embargo, esta técnica no es apropiada porque
genera precios de arbitraje al promediar tasas que no son comparables, lo que deviene
en problemas de valoracién importantes para los agentes de mercado.

Para corregir esta metodologia, se presentaron varias propuestas que permitieran obtener
una construccion de la “Curva Cero Cupdn” que brindara precios de no-arbitraje para los
instrumentos no transados y que fuera coherente con el comportamiento de mercado. Los
primeros esfuerzos en esta linea se pueden ver en el articulo de Alpizar et al. (2005) de
la Academia de Centroamérica donde se presentan varias metodologias trabajadas en
distintas instituciones (BNV, Ministerio de Hacienda, Banco Central, INCAE, entre otros).



Sin embargo, a pesar de que en esos trabajos se presentaban herramientas utiles, como
los llamados “Splines Cubicos”, y modelos paramétricos (la curva de Nelson-Siegel y la de
Svensson), los métodos propuestos se alimentaban de las TIR, lo que seguia generando
problemas de valoracion por la introduccién de arbitraje en los precios estimados.

Paralelamente a estos esfuerzos, Viquez et al. (20035)) trabajaron en la construccion de la
curva cero cupo6n desde la Direccion Corporativa de Riesgo del Banco Nacional (BNCR),
inspirados en la metodologia del Banco de Canada (1999), la cual se ajusto a la realidad
de Costa Rica, donde se establecié una funcién de error (con ponderaciones) que tomd
en cuenta el arbitraje y evité el empleo de tasas TIR. Se realizaba un ajuste del modelo
paramétrico de Svensson a los datos de mercado, el cual incluia la horquilleﬂy el plazo al
vencimiento de los instrumentos.

A pesar del avance que presentaba esta metodologia del BNCR, los valores 6ptimos eran
dependientes del valor inicial de la optimizacién, producto de utilizar métodos de gradiente
decreciente, tales como Gauss-Newton y Marquardt. En el articulo de Piza et al. (2014)
se establece esta situacién y se sugiere el uso de metaheuristicas para subsanarla.

Quirds y Trejos (2017)) realizaron la implementacion del método de Viquez et al. (2005)
aplicando metaheuristicas en la optimizacion de parametros para los modelos de Nelson-
Siegel y Svensson (sin arbitraje), obteniendo resultados de acelerada convergencia con
los métodos de “Sobrecalentemiento Simulado”y “Optimizacion por Enjambre de Particu-
las”. En este articulo también se implementaron los algoritmos de “Colonias de Hormigas”
y “Algoritmo Genético”. La optimizacién realizada tenia restricciones para preservar la
coherencia financiera, tales como evitar tasas de interés negativas; sin embargo, no utili-
zaron restricciones no-lineales que aseguraran que los parametros derivaran en curvas de
no arbitraje (ej. factores de descuento estrictamente decreciente), aunado a que el espacio
de busqueda ignoraba los resultados previos (no habia aprendizaje en el algoritmo).

En el Banco Central (2020) se cre6 una metodologia para una “Curva Soberana” que
consiste en la construccion de una curva par, por lo que no se atiende la necesidad de
contar con una curva cero cupon que sirva para valorar instrumentos, estimar riesgos y
obtener indicadores tales como el riesgo pais, curva de expectativas de tipo de cambio
y tasas forward. En Alfaro y Naranjo (2023) se presenta la necesidad de tener una curva
cero cupdn en Costa Rica y el impacto que tendria para la economia nacional.

La contribucion establecida en esta metodologia es triple:

'“La horquilla de precios, también llamada “spread”, es la diferencia de precios que hay entre la mejor
orden de compra y la mejor orden de venta en el mercado de valores.” Definicién tomada de https://www.
rankia.com/diccionario/trading/horquilla-precios.


https://www.rankia.com/diccionario/trading/horquilla-precios
https://www.rankia.com/diccionario/trading/horquilla-precios

i No-Arbitraje: Se abandona el uso de la TIR como insumo de modelacion, en vista
de que mezcla instrumentos no comparables y puede inducir precios de arbitraje, y
se trabaja directamente con los precios observados (y los rendimientos implicitos) de
los instrumentos. Se implementan restricciones de no arbitraje para los modelos de
Nelson-Siegel y de Svensson, imponiendo la monotonia de factores de descuento
y condiciones que evitan forwards implicitos “patolégicos”

i Optimizacion Adaptativa con “Warm Start”: Se realiza la optimizacién usando
metaheuristicas tales como sobrecalentamiento simulado (“simulated annealing”),
enjambre de particulas (“particle swarm”) y algoritmo genético, y también bajo el
meétodo simplex descendente de Nelder-Mead. Las restricciones son dinamicas en
funcion de la solucion obtenida el dia anterior, mientras que los valores iniciales
también se actualizan con cada nueva iteracién, lo que permite que el proceso de
optimizacién evolucione gradualmente conforme cambia la informacion disponible.

i Modelacién Adapatada: Se incorpora una funcién de pérdida ponderada por monto
transado y por antigiiedad cada una de las observaciones, para compensar la baja
bursatilidad. La modelacion incluye factores como el impuesto sobre las ganancias
de capital, de modo que la comparacion de precio observado versus precio teorico
sea adecuada. Con ello, se obtiene un mejor ajuste de precios y los indicadores
derivados de esta curva son mas estables y econdmicamente interpretables.

En el presente documento se presenta la metodologia desarrollada para la construccion
de una “Curva Cero Cupén en Colones para el Mercado Costarricense”. El documento se
organiza de la siguiente forma: en la seccidén 2 se mencionan los principales resultados de
la teoria de valoracion con impuestos sobre ganancias de capital, asi como la explicacion
técnica de los métodos de optimizacidén implementados y de los modelos de Nelson-Siegel
y Svensson. En la seccidn 3, se establecen los resultados del ajuste del modelo y se
desarrollan los indicadores derivados de la curva cero cupén, asi como su interpretaciéon
economica. Finalmente, en la seccion 4 se presentan las conclusiones y los comentarios
finales, asi como algunas areas de desarrollo para futuras investigaciones.

2. Marco Teodrico

En esta seccidn se presentan los principales resultados de la teoria de valoracién que es
aplicada para establecer los precios tedricos de no arbitraje y sus condiciones. Después
se establece la teoria desarrollada por Nelson y Siegel, asi como la generalizacién de
Svensson, las cuales buscan modelar paramétricamente la forma tedrica de la curva cero
cupon. Finalmente, se explican las técnicas de optimizacion utilizadas para alcanzar los
parametros Optimos de la curva cero cupon de mercado.
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2.1. Teoria de Valoracion

En este apartado se ahonda en los principales resultados de la teoria de valoracion, donde
se incluyen elementos importantes como lo son la modelacion matematica de arbitraje y
de impuestos sobre las ganancias de capital, entre otros. Se construyen matematicamente
los elementos primordiales, tales como las tasas forward (estandar e instantaneas), curva
pary riesgo pais.

2.1.1. Teoria del Interés

A lo largo del presente documento se utilizara el esquema de interés compuesto, el cual
consiste en reinvertir el principal y los intereses generados en periodos anteriores. Se
utiliza también la herramienta matematica de interés compuesto continuamente, donde a
la tasa de interés que se paga en el instante ¢ (que reinvierte el principal y los intereses
generados hasta ese momento) se le llama “fuerza de interés” y se denota por r;.

Se denota por 7(¢, T') a la medida escogida para contar el tiempo que hay entre dos fechas
o dos momentos ¢t y T'. Se va a utilizar la convencion 30/360, donde los meses tienen 30
dias y los afos son de 360 dias. En este caso, la proporcién de afios entre dos fechas
Dy =dy/mq/y1 Yy Dy = dy/ms/y, estaria dada por la siguiente formula:

max{30 — dy, 0} + min{dy, 30} + 30 - (my — my — 1) + 360 - (y2 — 1)
360 ’

7(t,T) =

donde y; es el afio, m; es el mes, d; es el dia (con hora, minuto y segundo - para utilizarlo
en modo continuo), correspondiente a la i—ésima fecha, para i = 1, 2. Por ejemplo, si T
es el 29 de enero del 2024 a las 11:30:00 am, entonces la fecha es 29, 479166,/01/2024,
pues a esa hora han transcurrido 29, 479166 dias del mes de enero del 2024.

Sea A(t,T) el factor de acumulacion de interés compuesto (continuamente), es decir, si
en t se invierten K colones, entonces para el momento 7' se tendrian K - A(t,T') colones.
En el caso de existencia de impuestos sobre las ganancias de capital, de porcentaje 6
(sobre los intereses)E] entonces el factor de acumulacién (crecimiento del capital) se ve
afectado en cada periodo de inversion.

2El inciso ¢ del articulo 23 de la Ley del Impuesto sobre la Renta (No. 7092) se indica lo siguiente “c)
Estaran sujetas a retencion las rentas del capital mencionadas en los incisos 1) y 2) del articulo 27 ter de
esta ley. Estén obligados a retener los emisores, los agentes pagadores, las entidades de custodia, las
sociedades andnimas y otras entidades publicas o privadas, que en funcién de captar recursos del mercado
financiero resulten exigibles o paguen intereses, o concedan descuentos sobre pagarés y toda clase de
titulos valores a personas domiciliadas en Costa Rica, asi como los intermediarios que intervengan o, en su
defecto, quienes efectuan la recompra, respecto de las rentas derivadas de las operaciones de recompra o
reporto de valores, en sus diferentes modalidades, sea en una o varias operaciones simultaneas...



Por ejemplo, si se invierte ¢1 bajo interés compuesto por un periodo a la tasa ¢, entonces
el valor acumulado al final del periodo estaria dado por ¢1- A(0,1) =1+ (1—6)-i-7(0,1)
colones, ya que ¢ -6 - 7(0,1) es la parte de los ingresos de capital que debe ser pagada
a tributacion.

Considere un momento ¢ fijo. Si en cada intervalo de inversion (s, s + As) se paga una
fuerza de interés fija r, (proporcional al periodo de inversién) sobre el valor acumulado
A(t, s) al inicio del intervalo, con un impuesto ¢ fijo, entonces el inversor recibe, en el
momento s + As, un monto igual a (1 — ) - r, - (7(t, s + As) — 7(t,s)) - A(t, s) unidades
de dinero por concepto de intereses. Como 7(t,s) + 7(s,T) = 7(t,T) paratodot < s < T
(aditividad de la funcion 7(¢,T)), entonces (7(t, s+ As) —7(t,s)) = (7(0,s+As) —7(0,s)).
De este modo, el cambio en el valor acumulado A(¢,T"), con condicion inicial A(t,t) = 1,
esta dado por

AA(t;s, s+ As) = A(t, s + As) — A(t,s) = (1= 0) - ry - (7(0,s + As) — 7(0, 5)) - A(t, s)

— ZS: A(tl, pl Alts + AASi —Als) | As = Z(l —0) -1y (7(0,s 4+ As) — 7(0,5))

S

Alt, s)

= In(A(t,T))

T T T
/ OsA(t, s) ds — / (1=6)-ry-dy7(0,s) = A(t,T) = e(1-0) [; rs'dsT(0,3)7 (1)
As—=0 J, t

donde ftT rs-ds7(t, s) es unaintegral de Riemann-Stieltjes con respecto a la funcion 7 (t, s).
Note que 7(0,:) : Rt — R* es una funcién absolutamente continua (es casi siempreE]
derivable), entonces 0,7(0, s) existe para casi todo s € Rt y se cumple la relacién dada
por ftT rs - dst(0,8) = ftT rs - 0s7(0, s) ds (esta Ultima es una integral de Riemann).

Otros conceptos que resultan necesarios para el desarrollo del presente documento son
el de “valor presente” y “factor de descuento”. El valor presente de un flujo H, pagado en
el momento T' > ¢, es la cantidad K que debe ser invertida en el instante ¢, bajo interés
compuesto, de manera tal que en 7' se cumpla que H = K - A(t,T).

Definicién 1. Se denota por D(t,T) al factor de descuento, entre los instantest y T, el
cual representa el monto en el tiempo t que es “equivalente” a una unidad de dinero
pagable en el tiempo T, y esta dado por

D(t, T) = — 67(179) ftT T'stT(O,S). (2)

At T)

El valor presente en el tiempo t, de un flujo H pagado en el momento T, es H - D(t,T).

3“Casi Siempre” significa que es derivable en todo = € Rt excepto para un conjunto de medida cero.



2.1.2. Conceptos de Ingenieria Financiera

Como las tasas de interés r; son estocasticas, los valores acumulados y los factores de
descuento son estocasticos también y por ende desconocidos, lo cual plantea un reto
a la hora de valorar. Si H es un flujo en el momento 7" > ¢, 4 cual es el valor presente
H - D(t,T) si el factor de descuento D(¢,T") es desconocido en t? Para poder responder
a esta pregunta es necesario establecer algunos conceptos de ingenieria financiera.

Definicidén 2 (No-Arbitraje). Si qﬁf) son las unidades del activo i que tiene un portafolio
y S, " es el precio de ese activo, en el tiempo t, entonces el valor del portafolio seria
ZZ 1 ¢>t ) . Se dice que no hay arbitraje si es imposible que:

N
=Y oS =0, Plvp > 0] =1, P[Vy > 0] > 0.

En otras palabras, no-arbitraje es la imposibilidad de invertir 0 unidades de dinero hoy
(Vo = 0) y tener en el futuro garantia de no perder dinero (IP’[VT > 0] = 1) con posibilidad
de ganar dinero en algun escenario (P[Vr > 0] > 0), es decir, crear dinero de la nada.
Aqui la medida P se conoce como la “medida del mundo real”’, “medida estadistica” o
“‘medida objetiva”. Por ejemplo, si X es la variable aleatoria asociada al lanzamiento de
una moneda balanceada (X = 0 si sale coronay X = 1 si sale escudo), entonces bajo la
medida estadistica P se cumple que P[X = 0] = ; = P[X = 1] pues la mitad de las veces
cae corona y la mitad de las veces sale escudo.

Definicién 3 (Estrategia Autofinanciada). Considere un espacio de probabilidad (2, A, P),

y una filtracion (]—"t) ~o- Una estrategia de inversion es un proceso (N + 1)—dimensional

¢, = ( EO), qﬁﬁ”, e _,EN )) predecible. El proceso de valor asociado a la estrategia ¢ se
define por

Vi(p) = b, - Si = Zszﬁt g

y el proceso de ganancia asociado a ¢ es

¢ N t
= / ¢, -dS. = / P dSH)
0 =0 Y0

Una estrategia de inversion se dice que es “auto-financiada” si V,(¢) > 0 y

Vi(@) = Vo(@) + Gi(9).



Para entender la definicion anterior, se puede pensar en realizar una estrategia donde no
se agrega ni saca dinero, sino que la inversion inicial es la unica inyeccion de capital y
todos los rendimientos generados son reinvertidos en instrumentos financieros.
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Junto a estas definiciones tan importantes, se ocupa integrar el concepto de “juego justo
de manera matematica, lo cual se logra a través de la idealizacion de “martingalas”.

Definicion 4 (Martingalas). Un proceso estocastico (X;),., se llama (F;),. ,—martingala
si las siguientes condiciones se cumplen: - -

1. X esta adaptado a la filtracién (F;)

>0

2. Paracadat, E[|X;|] < oc.

3. Paratodo s yt, cons <t,
E[X; | Fs| = X,.

En palabras sencillas, una martingala es un proceso estocastico para el cual, la esperanza
del valor futuro de X, dada la informacion que se tiene disponible hasta “hoy”, debe ser
igual al valor observado de X “hoy”.

Definiciéon 5 (Medida Martingala Equivalente a IP). Una Medida Martingala Q equivalente
a P, llamada “Medida de Riesgo Neutral”, es una medida de probabilidad en el espacio
medible (€2, A) tal que

1. Q y P son equivalentes, i.e., Q(A) = 0 si y solo siP(A) = 0, para todo A € A.
2. La derivada de Radon-Nikodym %2 es tal que EF [(Z%)Q] < 0.

3. El proceso del “valor del activo descontado” D(0, -)-S es una F,—martingala respecto

aqQ,ie.,
E® [D(0.1)- 5" | 7] = D(0,5)- ¥,

paratodok =0,...,N, ytodo 0 < s <t < T, donde el factor de descuento D(t,T)
(estocastico) esta dado por (2).

La valoracioén parte de dos principios: 1- Replicacién bajo no arbitraje; 2- Esperanza ma-
tematica bajo la medida Q. Para esto es importante definir la replicacién en términos de
estrategias de inversion.

Definicion 6 (Estrategia de Replicacion y Completitud). Un flujo es una variable aleatoria
(cuadrado integrable) en (2, A,P). Un flujo H se dice “accesible” si existe alguna estra-
tegia de inversion autofinanciada ¢ tal que Vr(¢) = H. La estrategia de inversion ¢ se
dice que “replica” al flujo H (estrategia de replicacion). Si en un mercado financiero se
cumple que todo flujo es accesible entonces se dice que el mercado es “completo”.



Ya con estos conceptos se puede enunciar lo que es el corazén de la teoria de valoracion.

Teorema 1 (Teorema Fundamental de la Valoracion (TFV)). Para un mercado financiero
se cumple que:

m El mercado esta libre de arbitraje si y solo si existe una medida martingala Q.
» E/ mercado es completo si y solo si la medida martingala equivalente Q es unica.

» Si el mercado es libre de arbitraje entonces el valor ,(H) en t de cualquier flujo H
(pagado en T) accesible esta univocamente determinado por:

* Estrategia de Replicacion: El monto m,(H) = V,(¢) seria el valor al tiempo t
del flujo H para toda estrategia de replicacion ¢ (Vr(¢) = H).

» Esperanza Matematica bajo Q: E/ monto
m(H) =E® [D(t,T)-H | F]

seria el valor al tiempo t del flujo H para cualquier medida martingala Q.

Se invita al lector a revisar Bjork (2020) asi como Brigo & Mercurio (2006) para ahondar
en el tema de la valoracion bajo la medida martingala de riesgo neutral y sus aplicaciones.

2.1.3. Bonos Cero Cupén y Cuponados

Definicién 7 (Bono Cero Cupon). Un bono cero cupdn, con T—vencimiento, es un con-
trato que garantiza al poseedor el pago de 1 unidad de dinero en el tiempo T, sin pagos
intermedios. El precio de mercado y el valor de este contrato, en el tiempot < T, se
denotan P*(t,T) y P(t,T), respectivamente. P*(T,T) = P(T,T) = 1, para todo T.

Aqui es importante distinguir entre el precio de mercado P*(¢,7) y el valor P(¢,T) del
contrato del cero cupdn, pues no son lo mismo debido a la existencia de impuestos sobre
intereses. Si se compra un bono cero cupon a un precio P*(t,T") entonces en el momento
del vencimiento se deben cancelar impuestos sobre el descuento recibido, es decir, se
paga un monto igual a 6 - (1 — P*(t, T)), ya que esa es la ganancia bruta generada por el
cero cupon. En otras palabras, lo que se va a recibir al final del periodo no es una unidad
de dinero, sino que se va a obtener el montode 1 — 6 - (1 — P*(¢,T)).

De este modo, para conocer el valor real de este cero cupon, se debe implementar el
Teorema Fundamental de |la Valoracion, lo que indicaria un “precio neto” de un bono cero
cupdn. Para lograr esto se confecciona una estrategia de replicacion.



Teorema 2 (Valoracion Via Estrategia de Replicaciéon). El valor en el momento t de un
cero cupon con T—vencimiento, precio de mercado P*(t,T) y porcentaje de impuestos 0,

esta dado por
P*(t,T)

POT) = man =0

3)
el cual cumple que P*(t,T) < P(t,T), dédndose la igualdad siy solo si0 = 0% o T =t.

Demostracion. Se debe replicar el flujo final de un cero cupén en el momento 7" a partir
de una estrategia de inversion. Como este pago final es una unidad de dinero, considere
comprar ¢; = Ii((tt”TT)) = Q,P*(t7;)+(1_9) bonos cero cupon en el mercado, al precio P*(t,T) en
el momento 7. Este paquete de bonos cero cupdn con T'—vencimiento tienen en ¢ un valor
de 1 = Vi(¢p) = P*((t T)) -P*(t,T) = P(t,T),y en elmomento 7" se recibe 1—6- (1—P*(t,T))
por cada cero cupdn comprado, es decir, el pago final sera:

1
0-P(t,T)+ (1—0)

V(@) = ¢ (1-0- (1= P'(t,T))) = (1-0-(1=P'(,1))) = 1.

En otras palabras, esta estrategia de inversion replica el flujo de 1 y por el TFV el valor
del cero cupoén con vencimiento en T' es m, = P(t,T). Note que 6 - P*(t,T) + (1 — 0) es
un promedio ponderado entre 1y P*(t,T), entonces su valor debe cumplir la condicion de
que P*(t,T) < 60-P*(t,T)+ (1 —6) < 1, lo que implica que 1 < m y por ende,
P*(t,T) < gppasni—y = P(t,T). SiT =t 0 0 = 0% es claro que se cumple la igualdad.

*(&,1)+(1-0)
Finalmente, si se cumple la igualdad entonces

pP(t,T) ) _ 0 e pr _
P*(t,T) = TP T (10 = 0 (P*(t,T)—1)=0 = =0 06 P*(t,T) =1,
siendo que P*(t,T) = 1 siy solo si T' =t (para que no haya arbitraje). O

Utilizando el TFV, por la via de esperanza matematica, se tiene que el valor de un cero
cupon es
P(t,T)=E2([D(t,T) - 1| F]=E2[D(t,T)| F. (4)

es decir, el valor de un bono cero cupon es el mejor estimador del factor de descuento
estocastico, o dicho de otra forma, es lo que espera el mercado (bajo la medida de riesgo
neutral) que sean los factores de descuento futuros. Es por ello que se utilizan los precios
P(t,T) para descontar los flujos futuros, es decir, K - P(t,T) es la cantidad de unidades
de dinero que se deben tener en ¢ para asegurarse tener K unidades de dinero en 7', lo
cual se consigue comprando K - ;((tg?) cero cupones al precio P*(t,T'), costando en total

K- If*((tt’?) -P*(t,T) = K- P(t,T) y entregando K unidades de dinero al vencimiento en 7.




Definicion 8 (Rendimiento Cero Cupdn). Se denota por R(t,T') al rendimiento neto de un
bono cero cupon con T'—vencimiento, el cual esta dado por

1 - P(t,T)

1
R(T) = 5 gy (:» P(t,T):m> (5)

Dado que R(t,T) es una tasa efectiva para el plazo 7(¢,7"), no se pueden comparar dos
rendimientos con vencimientos distintos. Para realizar dicha comparacion, es necesario
poder expresar los rendimientos en la misma unidad temporal, es decir, se deben tomar
los rendimientos y transformarlos a tasas equivalentes para el plazo de comparacion. La
siguiente definicién da luz sobre qué se entiende por “equivalente”.

Definicién 9 (Tasas Equivalentes). Dos inversiones se dicen ser “equivalentes” si toda
cantidad dada de principal, invertido en cada uno de los esquemas de inversion, durante el
mismo plazo, produce el mismo valor acumulado. Las tasas que pagan estas inversiones
equivalentes se llaman “tasas equivalentes”.

A partir de [9) se pueden definir las tasas equivalentes que podran ser comparables entre
si, donde su grafica es de suma utilidad.

1

Definicion 10 (Tasas Equivalentes & Curva Cero Cup6n). Dado que P(t,T) = TTRET)

» Se denota por p(t,T) a la tasa de interés spot compuesta anualmente que es equi-
valente a R(t,T'), en el tiempo t hasta un momento T, i.e.,

p(t.T) == (1 + R(t,T))70m — 1. (<=> P(t,T) = 1 <m> (6)
(1+ p(t,T))""

» Se denota por 6(t,T) a la tasa de interés spot compuesta continuamente que es
equivalente a R(t,T), en el tiempo t hasta un momento T, i.e.,

In(1+ R(t,T))

5(t,T) :=In(1+ p(t,T)) = T

(<:> P(t,T):e_T(t’T)5(t’T)) (7)

A las curvas generadas por las funciones p(t,-) : [t,oco[— R y i(t,-) : [t,00[— R se les
llama “Curva Cero Cupdn”. La curva generada por la funcién P(t,-) =: [t,co[— R" se le
llama “Curva Bono Cero Cupoén” (factores de descuento).m

4Se hara referencia a la curva p(t, -) : [t,co[— RT cuando se hable de la curva cero cupon.

SPara fechas del 31 del mes no se pueden calcular las tasas §(t,T) y p(t,T) para T suficientemente
pequefio pues 7(¢,T) = 0. Como se restringe para plazos mayores a 1 dia entonces las tasas si existen
independientemente del dia del mes.

10



A partir de los resultados y definiciones anteriores se puede obtener una relacién entre
los valores de los titulos cuponados y los bonos cero cupdn (en ausencia de arbitraje), lo
cual es de gran utilidad a la hora de la construccion de la curva cero cupon.

Definiciéon 11 (Bono Cuponado Tasa Fija). Se llama Bono Cuponado Tasa Fija con tasa
facial (nominal anual) efectiva i*, valor facial V' F', tiempos de pagos 7 = {Ty,...,T,} ¥
vencimiento T = T,,, a cualquier contrato que garantice n cupones, durante un plazo T,
por un monto de i* - 7(Ty_1,T}) - VF cada cupérﬂ en el momento T}, y que devuelve el
valor facial en el ultimo pago. Se denota por PF (t; .7 ;1*) al valor de un titulo cuponado
tasa fija con valor facial igual a una unidad de dinero, en el momento t con T, <t < T3.

Del mismo modo que con el bono cero cupon, el precio sucio (bruto) del mercado no
coincide con el valor del bono cuponado, en vista de que el precio sucio considera un pago
de cupon de i* - 7(T}_1, T}), mientras que el cupdn que realmente recibe el inversionista
esi =14 7(Tp_1,T%) - (1 —0) pues i* - 7(T}_1,T}) - 6 es el monto pagado en impuestos.

Teorema 3 (Valoracion Via Esperanza Matematica). El valor (precio sucio neto) de un
bono cuponado tasa fija, con tasa facial (nominal) i*, tiempos de pagos .7 = {1y, ..., T,}
y valor facial igual a 1 unidad, esta dado por

n

F(t; ;i) = Zz T (Ty1, T) - P (t,T}.) + P(t,T), (8)

k=1
donde i = i* - (1 — 0) es la tasa facial neta (después de impuestos).
Demostracion. Si cada tasa facial neto ¢ se reinvierte hasta el vencimiento, a las tasas

estocasticas de mercado, entonces todos los pagos suman un unico flujo (en T') por un
montode H ="} _,i-7(Ty_1,Ty) - A(Ty,T) + 1. Por el TFV se tiene

F(t; 7;i) =E? | D(t,T) (iz'.T(Tk_l,Tk) CA(T, T) + 1) ‘ }}]
;t]

7(Ti-1, Tw) -E2 [D (. T0) | E]JJr{EQ[ (t,T)| F]

t.7)

I
&
IS

il ) 7—<Tk—17 Tk) D (ta Tk:) + D(t7 T)

3

el
(1§
“tJ

~

3

7 - T(Tk_l,Tk) - P (t, Tk) —+ P(t,T)
k=1

8Como i* es una tasa facial nominal anual entonces i* - 7(Tx-1,T)) es la tasa facial efectiva para el
plazo de intereses devengados iniciado en T}, _; y finalizado en T}.. Por ejempilo, si el tltulo cuponado tiene
periodicidad 2 (paga cada 6 meses), entonces 7(T;_1,71%) = 2 y el cupdn efectivo es &
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donde se utilizé que

D(t,T) = o~ (1=0) [ rudur(0u) _ ,—(1= 9)(ft rudut(0u)+ [7, ruduT(0, u))

D (t,Ty)

_ e—(l—@) ftTk Fudut(0,1) ) 67(179) f;;v TuduT(O,u) — D(t,Tk) . D(Tk,T) = m
ks

]

Queda claro que si un titulo cuponado tasa fija no tiene un valor igual a su contraparte de
bonos cero cupdn, entonces hay posibilidad de arbitraje. Este concepto es fundamental
para la construccion de la curva cero cupon en vista de que no existen bonos cero cupon
para todos los vencimientos, por lo que es necesario extraer la informacién que brindan los
titulos cuponados tasa fija para alimentar el algoritmo y obtener los valores de los bonos
cero cupon implicitos en sus precios. Es importante resaltar el hecho de que es debido a
esta equivalencia, entre el valor de un titulo cuponado tasa fija y su contraparte de bonos
cero cupon (portafolio que replica los flujos), que no es correcto utilizar la Tasa Interna de
Retorno (TIR) en la construccién de la curva cero cupén.

Definicidon 12 (Tasa Interna de Retorno). Se denota a la Tasa Interna de Retorno de un
titulo cuponado tasa fija con valor P, pagos en . = {1y, ...,T,}, tasa facial (nominal) i*
y vencimiento T' = T,,, en el momento t con T, <t < T}, por TIR(t; T 1% P). Dicha tasa
viene dada en forma implicita por:

p— Z( 7 - TTk 1,Tk) 1

(t,Ti) + .
1—|—T|R(t T ) (1—|—T|R(t;7;z*;P

e (©)

Es importante notar que en la definicion de la TIR se da por conocido (como “input”) el valor
del instrumento. El principal problema es que no es correcto usarlo de manera inversa,
es decir, utilizar la TIR para deducir el valor de un titulo pues podria ser de arbitraje. Por
ejemplo, si los rendimientos (cero cupdn) de mercado son R (0,1) =3%, R (0,2) = 5%,
R (0, 3) = R(0,1) = 6%, entonces el valor de no-arbitraje para un titulo cuponado tasa
fija, con tasa facial (hominal) 9 % (el cupo6n seria 9/" = 3%), pagos en . = {0, 313 1} y
con tasa impositiva 0 = 0 %, es por .,

3% 3% 3 % 1
F0: 0% — — 102,94 %.
(a ) O) (1+3%+1+5%+1—|—6%)+1+6% ’ °

La TIR asociada a este titulo seria 6, 06 % pues

3% 3% 3% 1
A S |+ - = 102,94 %.
(1+6,06%)5 (1+6,06%)5 (1+6,06%)3) (1+6,06%)3
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Por su parte, la TIR de un bono cero cupon es igual a su rendimiento, en otras palabras,
TIR(0;{1},0%) = R(0,1) = 6 %. Si se desea obtener una unica TIR a un afio, con esta
informacion, una forma seria el promediar las TIR de la cero cupén y del titulo cuponado
tasa fija, siendo esta tasa TIR = w = 6,03 %. Empero, si se usa esta tasa para
valorar el cero cupén y el titulo cuponado se obtienen valores de arbitraje pues

1 1
— —=94.31% #94,34% = = P(0,1
1+6,03% 3L7% 7 94,34% 1+6% .1
3 % 3% 1+ 3%
° ° + toh 102,97 % # 102,94 % = PF(0; 7;3%)

1+ 2 3
(146,03%)5  (146,03%)5 (1+6,03%)3

La Tasa TIR no es unica como funcion del vencimiento, por lo que es incoherente generar
una unica curva TIR con titulos con instantes de pago (periodicidades) distintos o tasas
faciales diferentes. Es por ello que no es adecuado utilizar las tasas TIR para construir
una curva cero cupon.

2.1.4. Curva Par

Definiciéon 13 (Tasa Par). Se denota por C (t; T ) a la Tasa Par de un titulo cuponado
tasa fija con pagos en = {Ty,...,T,}, y vencimiento T = T,, en el momento t con
Ty < t < Ty. La tasa par es el cupébn nominal que paga un titulo cuponado tasa fija con
valor par (valor igual a 1).

A partir de (8), la tasa par (J(t; ﬁ) esta dada implicitamente por
Y C(t:.7) - (Ther, Th) - P (4, T}) + P(t,T) = 1.
k=1

Despejando la tasa par se obtiene que (explicitamente),

. B 1—P(t,T)
C(t:7) = Yopey T(T1, T) - P (t, Ty) (19)

Latasainterna de retorno de un bono y la tasa par mantienen una relacién importante entre
ellas. Si un titulo cuponado tasa fija, con tiempos de pago .7 = {1y, ..., T,} y vencimiento
T = T,, esta siendo transado a la par (i.e. PF(t; 7;i*) = 1y C(t;.7) = i), entonces se
cumple que C(t;.7) = TIR(¢; .7;i*; 1). Por otra parte, si su tasa facial neta es mayor que
la tasa par (C(t;.7) < i), entonces C(t;.7) > TIR(¢; 7;4*; P); mientras que si, por el
contrario, C'(t;.7) > i entonces C(t; .7) < TIR(t; 7;i*; P), donde P := PF(t; 7;i*).
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Lo estandar es utilizar una periodicidad semestral, es decir, 7(7;_1,T}) = % En ese caso,
se pueden obtener tasas par para vencimientos multiplos de semestres con la formula.

ny 1—P(t,T)
“ls) = ey "

Por ejemplo, si el mercado presenta la siguiente curva cero cupon

1

T (afios) \ s 3
4 931 9,46 9,59

1
4
p(0,T) (%) | 896 9

1
2
1

entonces se tienen las siguientes tasas par:

1—-—1
1 ok
C, (0-_) :Q.M:&%%;

b 2 .
(149,14 %) 2
1

2 o o) 3
(149,14%)3  (149,31%)3
1—- —1
o, (0; §) S PSS Y T

3
2
+ —
1 2
(149,14%)2  (149,31%)2

=9,36%

3
(149,59 %) 2

Para calcular la tasa par, con periodicidad semestral, para cualquier vencimiento 7', y
no solo para multiplos de semestres, se utiliza para las fechas de pago dadas por
T=4{0,422 ... 21 T} donde 25! < T < 2, esdecir, 7(Ty_1,Ty) = 2 sik <ny

1 - P(t,T)

Pty +2-7 (5 T) - P(ET) (12)

Cy(t;T) =2

Al continuar con el ejemplo, a partir de la férmula se tiene que

1

1— — 1
1 ",
Cy (0") =2 o = 8,67 %;

74 1
1 (148,96%)1
1
5  (149.46%)%
o, (O; _) _ 5. : 1(1+9,46 %) 1 : : —9.22%.
4 r + s +2- 54—
(149,14%)2  (149,31%)2 4 (149,46 %) 1

Definiciéon 14 (Curva Par). Se llama “Curva Par” al grafico de las tasas par, con perio-
dicidad semestral, para distintos plazos. Se utiliza la funcion T — Cy(t; T).
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2.1.5. Contratos Forward y Tasas de Interés Forward

Al establecer la forma de estimar el valor de los bonos cero cupoén y los titulos cuponados
tasa fija, ahora se pueden valorar instrumentos financieros mas complejos, tales como
contratos forward sobre tasas de interés y sobre tipo de cambio, de los cuales se puede
extraer informacién de mercado importante, asi como indicadores relevantes.

Definicién 15 (Contrato Forward). Un contrato forward es un acuerdo entre dos partes
para comprar o vender un activo a un precio fijado y en una fecha determinada.

Un contrato forward de tasas de interés es un contrato forward en donde se intercambia
el rendimiento (cero cupén) futuro desconocido R(.S,T") por un monto fijo K.

= En el tiempo ¢ se firma el contrato.
= En el tiempo S, con S > t, se determina la tasa variable a recibir R(S,T).
» Eneltiempo T, conT > S, se recibe el interés R(S,T) y se paga interés fijo K.

Teorema 4 (Valor del Contrato Forward de Tasas de Interés). El valor de un contrato
forward de tasas de interés, en el momento t, donde se recibe la tasa variable R(S,T) y
se paga la tasa fija K, respectivamente, es

Fp(t;S,T,R(S,T),K) = P(t,5) — (1+ K) - P(t,T). (13)

Demostracion. El flujo que se realiza en el instante T'es H = (R(S,T) — K). Utilizando
que D(t,T) = D(t,S) - D(S,T), junto a la propiedad de la torrel|y (4), se obtiene que

Fp(t;S,T,L(S,T),K) =E?[D(t,T) - (R(S,T) — K) | F
= E? [ D(t, T)-(1+R(S 7)) - D(t.1T)-(1+K) | Fi]

=E®[E®[D(t,S)-D(S,T)- (1+ R(S,T)) | Fs] | =] = 1+ K)-E%[D(t,T) | F]
=E%[D(t,S)-E®[D(S,T) | Fs]- 1+ R(S,T)) | F] — 1+ K)- P(t,T)
=E®[D(t,5)- P( T)-(1+R(S,T)) | B] —(1+K)-P(t,T)

=E%[D(S)| F]-(1+K)-P(t,T)=P(t,S) - (1+K)-P(t,T). ]

Cabe preguntarse 4 cual es la (Unica) tasa K capaz de lograr que el contrato forward valga
0 unidades de dinero (lo que se conoce como estar “at the money”)?

Se define la tasa de interés forward como este Unico valor de K, es decir, se debe resolver
para K en la expresion Fp(t; S, T, R(S,T),K) = P(t,S) — P(t,T) — K - P(t,T) = 0.

"La “Propiedad de la Torre” establece que si A; y A; son o—algebras tales que A; C A, entonces,
para cualquier variable aleatoria X se cumple que E [E [X | As] | A1] =E[X | A4].
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Definiciéon 16 (Tasa de Interés Forward). La tasa de interés forward (efectiva) desde el
instante S al vencimiento T' (plazo), en el tiempo t, denotada por F(t;S,T'), se define por

P(t,S) — P(t,T)
PHT)

F(t;S,T) = (<:> 1+ F(t;S,T) = P(t, S)> (14)

P(t,T)
La Tasa Forward Compuesta Anual y Compuesta Continuamente son (respectivamente)

In(1+ F(t;5,T))

pr(t:8,T) = (L+ F(£5.T)) ™0 15 65(t5.T) = In(1+pp(t; .T)) = 7(S,T)

Estas tasas forward son de gran relevancia para el analisis financiero pues son las que
logran que se fijen las tasas a futuro de manera “gratuita”, esto por cuanto el contrato
forward que se firma para fijarlo tiene un valor de cero unidades de dinero. Esto implica
que las tasas forward contienen las expectativas del mercado sobre el valor que van a
tener estas tasas en el futuro.

Definicién 17 (Curva Forward y Curva Cero Cupon Forward). Se llama “Curva Forward”
al gréfico de las tasas forward para un plazo fijo. Se utiliza la funcién S — pr(t; S,T + S)
0S — 0p(t; S, T+ S), para un T fijo. Se llama “Curva Cero Cupoén Forward” al grafico
de las tasas forward para un tiempo futuro fijo. Se utiliza la funcion T — pg(t;S,T) 0
T — 6p(t;S,T), para un S fijo. A la superficie generada por las tasas de interés forward
se le conoce como “Estructura Temporal de Tasas de Interés”.

= Curva Forward: Representa las tasas que se espera que existan en el futuro para
inversiones con un plazo de inversion fijo 7.

= Curva Cero Cupdn Forward: Representa la curva cero cupdn que se espera que
exista para un momento S en el futuro.

Figura 1: Estructura Temporal de Tasas de Interes (ETTI).

or(0;5,1) Curva Cero Cupdn

Forward

n
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2.1.6. Tasas Forward Instantaneas
Establecido el concepto y la interpretacion de las tasas forward, surge de forma natural la
siguiente interrogante: ; qué sucede cuando el intervalo de inversion es muy pequeio?

Para ello, considere la tasa forward compuesta continuamente, y note que 7(S,7) =T —S
si S~ TyTnoes el 31 del mes, entonces,

e aPsT) N (HS) ) - n(P.S) e 9P T)
F( o ) - T<S’ T) B T(Sa T) B T-S5 So1 oT ’

Si T esta en el dia 31 del mes se cumple que 7(S,7) = 0si S ~ T, pues no se toma en
cuenta para la acumulacion de intereses. De este modo se tiene que

or(0,T) |1 siT# 31delmes

or 0 sino

aIn(P(t.T))

Como P(t,T) es constante a lo largo del dia 31 del mes, entonces —— ;-

T dentro del 31 del mes. Esto motiva la siguiente definicion:

= (0 para todo

Definicidén 18 (Tasa de Interés Forward Instantanea). La tasa de interés forward instan-
tanea, en el tiempo t, para el vencimiento T > t, se denota f(t,T) y se define como

or(0,7) _ 9In(P(t,T))
or oT ‘

F(t:T) - (= P(tT) = IIIEr00) (15)
La tasa forward instantanea f(t;T) es el mejor estimador de las tasas (netas) estocasticas
((1 —0)- rt) ~o €on la informacion del momento t y representa la cantidad de interés que
se paga en el instante T para un periodo de inversion instanténeo.

Observacion 1. A partir de esta definicion, junto a las ecuaciones (7) y (15), se obtiene
la siguiente relacion que es util para modelar la curva cero cupon:

6(t,T):T(t1T) /t F(t:8)ds(0, 5). (16)

El siguiente teorema es de fundamental importancia, pues presenta una restriccion que
debe ser cumplida a la hora de la construccién de la curva cero cupdn de manera tal que
no exista el arbitraje.

Teorema 5 (Condicion de No-Arbitraje Forward Instantanea). Una condicién necesaria
para que no exista arbitraje es que las tasas forward instantaneas no sean negativas.
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Demostracion. Si existe T, > 0 tal que f(t;7;) < 0, entonces por continuidad de las
tasas forward se sabe que existe un intervalo |7y — 6, Ty + d] tal que f(¢; 7)) < 0 para todo
T E}Tg — 9,1y + (5[

De este modo,

1)
To+9
o= 1 072 f(tis)dsT(0,9)

A
la N

P(t TO) _ efft f(t;8)dsT(0,s) < efft f(t;8)dsT(0,s) | —fTO+2 f(t;8)dsT(0,8) _p (t TO 4 é) .
’ 2

-~

> 1

P(t,To+3
Se venden P<—2) bonos cero cupon con vencimiento en 7j, + 5 2 al precio P* (t Th + )

tTo-i-g
y se compran Ii((ttTTOO)) bonos cero cupdn con vencimiento en T al precio P*(t,1,). En t se
reciben P (¢,T; + 2) unidades de dinero y se pagan P(t, T,) unidades de dinero, de modo

que el balance final es

)
‘/():P(t,T0+§) —P(t,To) > 0.

En T, se recibe una unidad de dinero por el vencimiento de los bonos comprados. Se
guarda esa unidad de dinero y al momento T + g se paga esa unidad de dinero a los
que compraron los bonos cero cupon que se vendieron. Se tuvo una ganancia en ¢ de
Vb, pero no hubo pérdida en el futuro, es decir, se hizo dinero de la nada por lo que hubo
arbitraje. ]

2.1.7. Contratos Forward de Tipo de Cambio y Tipo de Cambio Forward

Finalmente, se requiere desarrollar el concepto de contrato forward de tipo de cambio
para poder generar indicadores importantes que permitan determinar oportunidades de
arbitraje entre monedas, especificamente entre colones y dodlares.

Definicién 19 (Tipo de Cambio). Sea Ej// = monedad o tino de cambio de la moneda
doméstica “d” con la moneda foranea “f” que rige en el momento t, es decir, se pueden

comprar Ed/ ! unidades de moneda d por cada unidad de moneda f, en el instante t.

Un contrato forward de tipo de cambio es un contrato forward en donde se intercambia el

tipo de cambio variable E%// = oreda¢ por un tipo de cambio fijo K.

= En el tiempo ¢ se firma el contrato donde la contraparte se compromete a pagar
Egl/f = %ﬂ:? unidades de moneda doméstica d por cada unidad de moneda fora-
nea f y la parte se compromete a pagar K unidades de moneda doméstica d por

cada unidad de moneda foranea f.
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m En el tiempo T" > t se determina el tipo de cambio variable E d/f a recibir. En ese

momento se intercambia Ed/f por el tipo de cambio fijo K, siendo el flujo de contrato
forward de tipo de cambio igual a (E§/’ — K).

Teorema 6 (Valor del Contrato Forward de Tipo de Cambio). Desde la optica de la parte,
el valor de un contrato forward de tipo de cambio entre dos partes es

Fp(t;T, B3 K) = B/ - POW,T) — K- PO T), (17)
donde P)(t,T) es el valor de un bono cero cupén en la moneda k, para k € {d, f}.

Demostracion. Considere las siguientes alternativas:

= Opciodn Variable: Se compran ﬁ

pais f, al precio de mercado PY*(t,T), en unidades de dinero del pais f. En el
momento ¢ se estarian pagando, en unidades de dinero del pais f, un monto igual
a PU(t,T), que seria equivalente a pagar E// - PU)(¢,T) unidades de dinero del
pais d. De este modo, en el momento 7', se estaria recibiendo 1 unidad de dinero
del pais f, con la cual se pueden comprar Ed/f unidades de dinero del pais d.

bonos cero cupon con vencimiento en 7' del

. L P T)
= Opcidn Fija: Se compran K - —PW T

precio de mercado P@*(¢,T), en unidades de dinero del pais d. En el momento ¢
se pagan, en unidades del pais d, K - P“(¢,T), y en el momento T, se reciben K
unidades de dinero del pais d.

bonos cero cupdn con vencimiento en 7', al

La diferencia de flujos, en colones, entre estas opciones (opcion variable menos opcion

fija) es, en el tiempo T, igual a ( el K), mismo que el contrato forward.
Tiempo Opcién Variable Opciodn Fija
3 \J 3
t PO T) «— EY . PD (1, T) K-P9¢T)  «+— Paga
3 \ \J
T 1< B K +— Recibe

y

Flujos de la Replicacién = Contrato Forward de Tipo de Cambio con Pago K

t T
\J \J
(B POWT) - K- PO, T)) (B - K)

~—
= Fp (t;T,E;{”,K)
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Como refplica el flujo, el valor del contrato forward debe ser el mismo que el del portafolio
que lo replica. O

Emulando lo realizado con el contrato forward de tasas de interés, se define el tipo de
cambio forward como el unico valor de K capaz de lograr que el contrato forward de tipo
de cambio valga 0 unidades de dinero, es decir, se debe resolver para K en la expresion

Fp(t; T, EYY  K) = B/ PO T) - K- PO, T) = 0.

Definicion 20 (Tipo de Cambio Forward). El tipo de cambio forward de la moneda f, para
el pais d, con la informacion del tiempo t, para un momento futuro T > t, se define por

a/f(py _

(18)

donde R (t,T) son las tasas efectivas cero cup6n (sin default) del pais k € {d, f}. La
Tasa de Variacién Cambiaria Forward (Efectiva)f| es

d/f 4. d/f (d)
d/f L EF (tv T) - Et d/f o (]- +R (tu T))
aglaT) = g R, (e 1 sl = e (19)

la Tasa de Variacion Cambiaria Forward Compuesta Anual es

1+ pO(,T) 7

d d et P
pi (6T) = (1+ A/ (1.7)) 70 1=

y la Tasa de Variacion Cambiaria Forward Compuesta Continuamente es

In(1+AY (¢, 1))
T(t,T)

d d
XL (. T) =In(1+pX! (7)) =

Al sacar logaritmo y dividir entre (¢, T') en (19) se obtiene que

In(1+ R9(¢,T)) In(1+RD(,T))
7(t,T) B 7(t,T)

0N (1) = =89t T) - V(L T),  (20)

es decir, la tasa de variacion cambiaria esperada (forward compuesta continuamente) es
la diferencia de las tasas (compuestas continuamente) entre el pais d y el pais f.

8Cuando la tasa de variacién cambiaria forward es positiva se dice que la moneda foranea se encuentra
con “Forward Premium” y cuando es negativa se dice que esta con “Forward Discount”. Para la moneda
domeéstica los signos se invierten.
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Si el pais d paga una tasa de interés superior a la que paga el pais f (6@ (¢,T) > §((¢,T)),
entonces la tasa de variacion cambiaria forward es positiva, lo que indicaria que el tipo
de cambio forward en T' es mayor que el tipo de cambio vigente en ¢, lo que indica que el
mercado estaria apostando a una depreciaciéon de la moneda d (“Forward Discount”). A
la ecuacion se le conoce como la “Paridad Cubierta de Tasas de Interés” (CIP).

Con este tipo de cambio forward se consigue fijar a futuro, de manera “gratuita”, el tipo de
cambio, esto por cuanto el contrato forward que se firma para fijarlo tiene un valor de cero
unidades de dinero. Esto implica que el tipo de cambio forward contiene, implicitamente,
las expectativas del mercado sobre el valor que van a tener ese tipo de cambio.

Definiciéon 21 (Curvas de Expectativas de Cambiarias). Se llama “Curva de Tipo de
Cambio Esperado” al grafico generado por los tipos de cambio forward. Se utiliza la
funcion T'— Er(t;T). Se llama “Curva de Variacion Cambiaria Esperada” al gréafico de
las tasas de variacion cambiaria forward. Se utiliza la funcion T — pi/g ; ;7).

2.1.8. Premio Cambiario

Si Efﬁ/f es el tipo de cambio en el momento 7', entonces la depreciacion o apreciacion
observada de la moneda del pais d con respecto a la moneda del pais f estaria dada por

i By -l i
AL, T) = - Cuando no se puede hacer uso de los contratos forward para fijar

el tipo de cambiotfuturo, entonces, bajo las expectativas racionales (bajo la medida PP) se
deberia cumplir que

o [51/;‘ (t, T)} — 5D, T) — 6D, T), (21)

a/f in(1+a%7 @1)) L .
donde 6, (¢, 7) = ——am S la tasa de variacion cambiaria observada compuesta

continuamente. A la relacion dada por se le conoce como la “Paridad Descubierta
de Tasas de Interés” (UIP).

Eugene Fama (1984)) publicé su influyente estudio llamado “Forward and Spot Exchange
Rates”, el cual formalizé el concepto del “Forward Premium Puzzle” y popularizé este
concepto al identificar estas inconsistencias. Este trabajo mostré que las monedas con
un forward premium (A@E/f(t, T) < O) no se aprecian como lo predice la teoria, sino que

tienden a depreciarse <EP’ [5i/g(t,T)} > O), lo que contradice la UIP.

Empiricamente, la regresion de Fama dada por

B[00 D)] = a + 8- (0 T) = 8V(WT) + s, Ho: a=0,8=1,

21



debié cumplir la hipétesis nula de 5 = 1 para satisfacer la UIP, sin embargo, en su articulo
se demostrd que tipicamente E < 1y amenudo 3 < 0. Cuando existe un forward pre-
mium (moneda doméstica mas alta), en promedio la moneda doméstica no se deprecia lo
suficiente e incluso tiende a apreciarse. Este sesgo es el “forward premium puzzle”.

Para incluir el factor faltante, se introduce el concepto de “Premio Cambiario”, una prima
de riesgo que genera la depreciacion de una moneda con forward premium.

Mas especificamente,

EP [52@“ (t,T)} vOALT) = 69D T) — DT (22)
—_—— ——

. premio cambiario
variacion esperada

Si se cuenta con una estimacion de la tasa de variacion esperada, asi como las tasas cero
cupon entre paises, es posible estimar el Premio Cambiario despejando A(t,T) de (22)).

Definicién 22 (Curva de Premio Cambiario). Se llama “Curva de Premio Cambiario” al
grafico del premio cambiario para distintos plazos. Se utiliza la funcion T — A(t;T).

2.2. Modelacion de la Curva: Nelson-Siegel & Svensson

“Estabilidad” es la condicion en la que una ligera perturbacién no genera una respuesta
en el sistema demasiado intensa. Nelson y Siegel intentaron encontrar una justificacién
tedrica para la forma de la curva cero cupdn, donde se logre estabilidad. Finalmente,
ellos propusieron que la dinamica de las tasas forward instantaneas sigue una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden dada por:
my" +my +y=fo,

donde j, es el parametro de estabilidad y convergencia en el largo plazo, lo que permite
una “extrapolacion” robusta, mientras que 7, es un factor de reescalamiento temporal. Se
busca solucionar para y = f(¢,T). La ecuacion caracteristica es nir? +nr +1 = 0 que
tiene como solucion unica (repetida) r = —%. La condicion de estabilidad indica que la
solucion es estable si » < 0, por lo que una condicién para este modelo es que 7; > 0.

La solucién de esta ecuacion diferencial es

FET:B) = fo+ Bre” - + By (T<;’1T)) e (23)

donde f(t,T; 3) es la tasa forward instantanea y los parametros serian 8 = (5o, 51, B2, 1)-
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Utilizando la relacion 6(¢, T; 3) =

—e T(TET) 1—¢e T(;lT) Tt
6(t,T;8) = Bo+ B t—T) + 2 —Vem ¢ "> (24)

m m

ft f(t,s)d,7(t,s), obtenemos que

donde (¢, T; 3) seria la tasa cero cupon compuesta continuamente.
Los parametros de esta curva tienen una interpretacion muy clara y sencilla:

= 3, es vista como la tasa cero cupdn de largo plazo, ya que

lim 6(¢,7;8) = Bo.

T—oo
= 3, es considerado el “spread” entre el corto y el largo plazo, puesto que
T—t

y 0(t,t; 3) es la tasa corta, i.e., limy_,, 0(t,T;8) — 6(t, t; B) = — .
= 3, es el parametro de curvatura, que le permite al modelo tener una joroba.

= 7); es un parametro de reescalamiento y es ahi donde se da la “joroba” de la funcién.

Grafico 1: Efectos de los Parametros en la Curva Cero Cupdn.
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Fuente: Tomando de Nelson & Siegel (1987).
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Como la funcion de Nelson-Siegel no permite generar todas las formas de la curva cero
cupdn observadas en el mercado, como por ejemplo la forma de “U” o con dos “jorobas”,
Svensson generalizo esta funcidon agregandole un parametro extra.

La tasa forward instantanea para este modelo es

[T 8) = o+ e + B (%) e+ By <T<;’2T)) e m. (25)

La funcion de la curva cero cupdn para el modelo de Svensson seria

_T(t,T) _T(t,T) _T(t,T)
1 — € n 1 — € 1 _T(t,T) 1 —e 72 T (t,T)
SET:B) = ot b | —ay— | ¥ oo |~y —— ¢ " | B | T e "
m m 712

donde 3 y 1, tienen interpretaciones similares a las de 5 y 7.
El vector de parametros sera 8 = (5o, 51, B2, B3, T, 2)-

Para mercados poco bursatiles, como el mercado costarricense, Cairns (2004) sugiere en
su libro una variacién al modelo Svensson para evitar que las jorobas 7, y 1, se encuentren
muy cercanas una de la otra. Para ello sugiere el cambio g, = 52+ "1&‘*’_1 y B3 = —%,
por lo que la curva cero cupon esta dada por

—7(¢,T) —7(¢,T)
1 —e m _ 1 —e m —7(t,T)
0t T:B)=bo+ P | —z— | T | —a— —¢ ™ (26)

m m

_ —7(t,T) —7(t,T)

/83 1 —e m —7(¢,T) 1 — e 2 —7(¢t,T)

e wll U v e A s
2 m m 2

El vector de pardmetros serd 3 = (6o, 51, B2, B3, 11, 72)-

2.3. Algoritmos de Optimizacién

Los modelos metaheuristicos son técnicas de optimizacion donde se realizan busquedas
mediante una evaluacion estratégica de la funcidn objetivo para encontrar sus minimos
locales. Muchos de estos modelos son opciones eficientes para optimizar funciones no
derivables o de naturaleza complicada, como lo es en el caso de la no-linealidad de la
curva de Nelson-Siegel o la de Svensson. En general, los componentes de la optimizacion,
tanto para la funcion objetivo como para los algoritmos, son los siguientes:
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1. Puntos Iniciales: los puntos desde los cuales el algoritmo de optimizacién inicializa
su proceso de busqueda.

2. Cotas Superiores: Son los puntos limite que dictan el espacio de busqueda. No se
buscan soluciones mayores a la cota superior.

3. Cotas Inferiores: Son los puntos limite que dictan el espacio de busqueda. No se
buscan soluciones menores a la cota inferior.

4. Control: son los parametros especificos para cada optimizador que coordinan su
funcionamiento, cantidad de iteraciones, tolerancia, etc.

5. Funcidn a optimizar: para todos los casos se aplican las dos funciones objetivo de
ponderacién con modelo Svensson y Nelson-Siegel.

Los métodos utilizados en este trabajo son:

Figura 2: Algoritmos de Optimizacion.

Nelder - _
Optimizacién Algoritmo

Genético

Mead

Sobrecalentamiento
Simulado
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2.3.1. Nelder-Mead

Este método es uno de los mas utilizados para resolver problemas de optimizacion sin
restricciones. Suponga que se quiere minimizar la funcién f(z), con f : R” — R. El método
de Nelder-Mead inicia con n + 1 puntos {xj};‘ill y los ordena de manera tal que:

fla) < flz2) < ... < fwnga)

Una vez ordenados los puntos se sigue el siguiente algoritmo hasta su convergencia (ver
Gao & Laxing (2012) para conocer mas sobre el algoritmo):

= Reflexion: Se calcula el punto de reflexion z, como z, = 7 + a(z — z,41), donde
0 < a es una constante de reflexién y z = = >°7_ z;. Se evalGa f, = f(z,) y si
f1 < fr < fn, se reemplaza x, ., con x,.

» Expansion: Si f, < fi, se calcula el punto de expansion z. como z, = z + f(x, — ),
donde $ > 1 es la constante de expansién. Se evalua f. = f(z.) y si f. < f,, se
reemplaza z,., con x.; en caso contrario se reemplaza z,, con z,.

= Contraccion Exterior: Si f,, < f. < f.41, se calcula el punto de contraccion exterior
Zee COMO z.. = T + y(z, — =), donde 0 < v < 1 es la constante de contraccion. Se
evalia f.. = f(xe) Yy Si fe < f., se reemplaza z,, con z.; en caso contrario se
pasa al siguiente paso (contraccion interior).

= Contraccion Interior: Si f. > f,.1, se calcula el punto de contraccion interior x;
como z,; = T + (v, — 7). Se evalla f,; = f(zs) Y Si fei < fni1, S€ reemplaza z,,
con z.;; en caso contrario se pasa al siguiente paso (contraccion).

» Contraccion: Para2 <i <n+ 1, se define z; = 21 + 6(z; — x1),con 0 < § < 1.

Debido a que el método de Nelder-Mead se utiliza para resolver problemas de optimizacion
sin restricciones, se debe aplicar un método de barrera fija. En este trabajo se usaron
funciones que restringian el numero de iteraciones asi como la incorporacién de limites,
las cuales eran combinaciones lineales de los parametros de optimizacién, tal que se
satisface la ecuacion de restricciones A x 8 > c.

2.3.2. Algoritmo Genético

El algoritmo se resume de la siguiente manera (ver Quirds y Trejos (2017) para conocer
mas sobre este algoritmo):

26



= Poblacién: Se eligen aleatoriamente M combinaciones distintas de los parametros
en la region de dominio de estos. De esta manera se forma una matriz de dimension
M x N, donde N representa la cantidad de parametros que se deben estimar.

= Seleccion Natural: Se obtiene el costo de cada fila al evaluarla dentro de la funcién
objetivo y se ordena de tal manera que la primera sea la de menor costo y la ultima
la de mayor costo. La seleccion natural consiste en seleccionar una proporcion p
de las filas y los restantes son reemplazados con hijos de los sobrevivientes en los
siguientes pasos.

= Emparejamiento: El emparejamiento se realiza aleatoriamente tomando en cuenta

las probabilidades para cada fila, de manera que entre menor sea el costo,

mayor sea la probabilidad de seleccionar dicha fila i de parametros para que se
empareje.

o |pM| —i+1

pi S

m=1 m

(27)

= Cruce: Con las probabilidades del paso anterior, se procede a seleccionar un vector
madre (s7"%, s5'*, ..., s*) y un vector padre (s}, s5", ..., si/) para generar uno o mas
hijos de la siguiente manera: Se selecciona al azar uno de los N parametros, es
decir se elige k = |uN| + 1, donde u ~ U(0, 1). Seguidamente se crea la variable o
parametro k de los hijos:

i = s = alsp - o)

2 = s — a(spe — o)

donde o ~ U(0,1). Se termina de crear a los hijos intercambiando las variables o
parametros que se ubican a la derecha de k, con la excepcion de que si k£ = N se
intercambian todas las variables a la izquierda. Es decir:

i _ (ma ma hl _pa pa
hijo, = (s, ..., 88", 81 s Sty SN )

hijo, = (7%, ..., sh* |, si2, s, .5

= Mutacion: Se altera un porcentaje de las variables de la descendencia de manera
aleatoria para evitar la convergencia a minimos locales y favorecer la exploracion
de otras regiones del espacio de busqueda de las variables. No se muta la primer
fila, que es la mejor solucion hasta el momento, de modo que si i es la tasa de
mutacion, entonces el niumero de variables a mutar es (M — 1) N. Dichas variables
se reemplazan por un numero aleatorio dentro del dominio de cada una. Finalmente
se repiten los pasos anteriores hasta que se satisfaga el criterio de convergencia.
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2.3.3. Sobrecalentamiento Simulado (Simulated Annealing)

Método inspirado en el objetivo de llevar un material a un estado de energia minima. El
algoritmo fue originalmente desarrollado para la optimizacion de funciones definidas en
un dominio discreto. Mas informacion se puede encontrar en Lee & El-Sharkawi (2008).
El algoritmo como tal lleva un proceso aleatorio. Dada una imagen 6; de parametros para
la funcién objetivo el siguiente parametro para el siguiente paso #,,; se encuentra en un
intérvalo N (6;) de manera aleatoria. La permanencia de este nuevo vector de parametros
depende de una decisién dada por la siguiente probabilidad

1 si f(0ir1) < f(0:)
P(Qi,ei—i—l) =

La incorporacion de esta decision separa el algoritmo en dos procesos consecutivos. Para
temperaturas T}, pequeias el algoritmo pretende realizar una exploracion de los intervalos
N(6;) ya que la probabilidad de actualizar el 0; es alta aun alejandose del minimo, mientras
que para T}, altos el proceso es de ascenso ya que la probabilidad de alejarse del minimo
se empieza a tornar muy pequena.

2.3.4. Optimizacién por Enjambre de Particulas (PSO)

Método que incializa con particulas (nodos) colocados aleatoriamente en el espacio de
busqueda que se evaluan en la funcion y sus resultados influencian sus movimientos
futuros para, en conjunto, obtener minimos locales en cada iteracion. Se utiliza —0,1832
de inercia, 0,5287 de parametro cognitivo y 3,1913 de influencia social, esto en linea con
la recomendacion de Hvass (2010). Se utilizé un maximo de 1000 iteraciones con 15
particulas para el modelo Nelson-Siegel y 20 para el Svensson modificado.

3. Construccion de la Curva

La gran dificultad que posee construir la cero cupdn bajo los modelos de Nelson-Siegel
o Svensson radica en que la optimizacion debe realizarse de manera no-lineal, lo que
obliga a recurrir a algoritmos computacionales, escogiendo adecuadamente la zona de
busqueda del 6ptimo, considerando que existen varios éptimos, asi como contemplar que
se debe respetar la condicion de “no-arbitraje” de la curva.
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3.1.

Insumos del Modelo

Para alimentar el algoritmo se utilizan las siguientes directrices:

1. Mercado Considerado: Los mercados financieros en Costa Rica presentan poca

bursatilidad, lo que genera ciertas distorsiones en los precios de las operaciones en
subasta, ya sea por informacion incompleta en manos de los agentes de mercado o
por necesidades de colocacion por parte del Gobierno o Banco Central. Al analizar
las bases de datos se comprueba que frecuentemente los precios de subastas se
alejan de aquellos precios de mercado secundario sin que exista una correccion
posterior, es decir, se cotizan a un precio distinto al del mercado secundario pero
una vez comprados se siguen cotizando al precio de mercado secundario.

Cuadro 1: Comparativo de operaciones de mercado primario y secundario de Costa Rica.

ISIN Fecha Mercado |#de Contrato| Dias acumulados de interés| Tasa facial | Valor facial TIR TIR promedio semanal

CRGOD000BS6I5| 25/2/2020|Secundario 200264503

24/2/2020|Primario 200264123 0 4,76%| 499 800 000 7,07%
25/2/2020|Secundario | 200264502 4,76%| €500 000 000 7.22%
4,76%| ¢ 11100000 7,22% 7, 18%
4,76%| ¢ 200 000 000 7,22%
4,76%)| €288 900 000 7,22%

25/2/2020{Secundario 200264504
26/2/2020(Secundario 200264547

=Ri=Ri=Ri=]

Fuente: Elaboracion propia con datos de la Bolsa Nacional de Valores.

Como se observa en el Cuadro [1], el 24 de febrero de 2020 se realizd una venta
en mercado primario a una TIR del 7,07 %, cuando la tasa TIR promedio para ese
instrumento se encontraba en 7,18 %. Aun mas, ese mismo titulo fue colocado en
mercado secundario a una TIR del 7,22 %, la cual coincide con las tasas internas de
retorno con que se transaba dicho bono. Es por ello que para evitar que los precios
utilizados en la generacién de la curva se vean afectados por estas imperfecciones
de mercado se consideran solamente las transacciones del mercado secundario.

. Titulos Considerados: En vista de que se desea construir la curva cero cupon en

colones con el menor riesgo posible, solamente se consideran los titulos de Gobierno
y Banco Central, en particular,

= Se consideran las emisiones Tp, Tp0, BEM y BEMO .
= Se excluyen las recompras.

Precios Vs Valores: Como se demostré en el Teorema [2] y el Teorema [3, como
en Costa Rica se cuenta con un impuesto del 15% por ganancias de capital, es
necesario utilizar la férmulas correspondientes a los valores de mercado P(¢,7) y
PF(t;T, z*) de no-arbitraje en lugar de los precios observados en el mercado los
cuales no se encuentran neteados de impuestos.
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4. Tasas de Corto Plazo: En el modelo tedrico se considera una unica tasa de interés
en el mercado, pero en la vida real existe un spread entre las tasas de interés activas
y las tasas de interés pasivas. Ante esto, las tasas de interés de corto plazo deben
oscilar entre las tasas pasivas de menor riesgo y las tasas activas de menor riesgo,
siendo candidatos para ellos los siguientes:

m Tasas Activas: Aunque se podria pensar que la tasa de interés activa de menor
riesgo es la Tasa de Politica Monetaria (TPM), en realidad ésta ultima no es la
tasa a la que se presta el dinero, de modo que se debe emplear la tasa de
interés conocida como ‘“tasa de interés de facilidad permanente de crédito”, la
cual se compone de la TPM mas un spread.

m Tasas Pasivas: La Camara de Bancos e Instituciones Financieras de Costa
Rica provee informacion sobre las Tasas de Referencia Interbancarias (TRIﬂ
que corresponden al promedio ponderado por captacion y plazo del depdsito.
En vista de que las tasas a una semana es una extrapolacion y no es una tasa
observada, se opta por utilizar la tasa mensual observada, la cual es expresada
en su forma de tasa equivalente diaria, de acuerdo con la Definicion [9

5. Rezago de la Informacion: Producto de la poca bursatilidad que se presenta en los
mercados financieros costarricenses, los datos de las transacciones realizadas en
un dia resultan ser insuficientes para realizar una estimacion robusta de la curva cero
cupdn, lo que plantea un problema de convergencia de los parametros estimados
hacia valor correcto. Para paliar esta situacion se decidio utilizar los datos el ultimo
mes de transacciones, logrando asi contar con mas informacién sobre los valores de
mercado a costa de tener influencia de valores antiguos sobre la curva cero cupon
generada. Se emplea una mitigacion para mermar el impacto de esta decision de
utilizar valores de semanas anteriores.

3.2. Parametros de la Optimizacion

El ajuste de un modelo es un proceso que depende en gran medida de la naturaleza
de la funcioén objetivo. Es un dato conocido que la minimizacién de la funcion objetivo
suele ser de una naturaleza complicada y, por lo tanto, representa un reto para la mayoria
de entidades financieras que la calculan correctamente. A continuacién se presenta la
implementacion realizada para construir la curva cero cupon para Costa Rica, tomando
en consideracion la posibilidad de implementar optimizacién adaptativa con “warm start”.

9Tomado de pagina web de la Camara de Bancos e Instituciones Financieras de Costa Rica: http:
//camaradebancos.fi.cr/colones/.
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1. Valores Iniciales: Se utilizan como valores iniciales a los parametros 6ptimos de
la semana anterior, de modo que la optimizacion utiliza un “warm start” para evitar
minimos lejanos que pierdan razonabilidad financiera.

2. Funcioén Objetivo: La funcién objetivo del problema de optimizacion esta dada por:
~ T ~
v(8) = (P-P(g)) = (P-P@), (28)

donde P corresponde al vector de valores observados y 13([3) al vector de valores
tedricos. Cabe recordar que uno de los problemas que se enfrenta a la hora de
construir la curva radica en el hecho de que no hay emisiones de titulos cero cupon
para mas de un afio y en el mercado costarricense no se permiten los STRIPS?], por
lo que se cuenta con menos observaciones directas. Para obtener mas informacion
de mercado, se hace uso del Teorema[3] el cual permite capturar informacion sobre
las tasas cero cupon implicitas a través de la relacidn que existe entre el valor de
no-arbitraje de un titulo cuponado tasa fija y los cero cupones en los momentos de
pago de cada cupon, es decir, el valor teérico del k—ésimo bono es

Y

N
PO(g) = 37 00T a) | —rer (o)
j=1

donde la funcién §(0,7; 3) corresponde a si se utiliza el modelo de Nelson-
Siegel, o a (26)) si por el contrario se emplea el modelo de Svensson.

La matriz X, por su parte, es un ponderador que busca mejorar el ajuste evitando
que transacciones muy pequefas afecten mucho el ajuste o que los titulos tranzados
en semanas anteriores vayan a estar sobreajustados mientras que los transados en
la semana de calculo pierdan calidad de ajuste. Como la matriz 3 es diagonal, se
puede expresar la funcién objetivo como

n

Va(8) =Y (P9 - PY(B)) x Pong(a), (29)

k=1
donde P es el valor observado del k—ésimo bono y el ponderador del error seria

Mk - e®Vk

Pony,(a) = AT
=1 ?

(30)

con M, como el monto negociado y v, es la semana de negociacion.

0Acronimo de “ Separate Trading of Registered Interest and Principal of Securities”, proceso donde se
venden los cupones de un titulo cuponado tasa fija como si fueran cero cupones.
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3.3.1.

3. Restricciones: Se deben imponer condiciones a los parametros para evitar tener
resultados irreales y respetar la condicién de no-arbitraje, asi como contar con un
algoritmo eficiente de convergencia veloz. Las restricciones se hacen dinamicas,
apalancandose en la implementacidn de la optimizacion adaptativa.

Largo Plazo (f3): Se permite una variacién maxima del 2 %, tanto superior como
inferiormente, con respecto al valor de la tasa de la semana anterior.

Corto Plazo (p, + /1): Esta tasa no puede ser inferior a la Tasa TRI mensual
(equivalente diaria), ni puede ser superior a la Tasa de Interés de Facilidad
Permanente de Crédito.

Concavidad/Convexidad (3., 53): La concavidad/convexidad de las jorobas es-
tan acotadas superior e inferiormente, de manera que no se pueden superar el
3 % equivalente anual, ni superior ni inferiormente.

Momentos de Inflexion (1., 12): Se restringe la variabilidad de la curva de mane-
ra que los momentos donde ocurre la joroba estan acotados a que su variacion
no exceda los 2 afios con respecto a su valor de la semana anterior. Ademas,
no se permite que sean valores negativos ni que superen los 10 afos (restric-
ciones absolutas).

No-Arbitraje: Como se demostré en el Teorema 5], es necesario que las tasas
forward instantaneas sean no-negativas para que no existan posibilidades de
arbiraje. Se utiliza una restriccion no-lineal sobre las tasas forward instantaneas
dadas por (23) si se utiliza el modelo de Nelson-Siegel o si se emplea la
ecuacion de Svensson. Por la no-linealidad de la restriccion, se emplea una
penalizacion en la optimizacion para cada vez que se incumpla esta condicion.

3.3. Ajustes de los Parametros de la Optimizacion

Se realiza un analisis para escoger el método de optimizacion mas apropiado, asi como
la modelacion que mejor se ajuste a los datos observados en Costa Rica.

Comparacién de Algoritmos de Optimizacién

Para efectos de cuantificar la calidad del ajuste se emplean los siguientes indicadores de
rendimiento (KPI's) de la optimizacion: el error promedio ponderado dado por (29); el error
maximo, siendo este el valor absoluto de la mayor diferencia entre los valores teéricos y
los valores observados; asi como la velocidad de convergencia (duracion).
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Cabe recalcar que los errores y la duracion son los promedios de los estimadores obte-
nidos al realizar la optimizacién iterada desde enero del 2018 hasta diciembre del 2024.
Ademas, dentro de los calculos se fij6 @ = 0 en el ponderador de manera que se
obtuvieran los indicadores de cada método sin una mayor influencia de la semana de
operacion.

Cuadro 1: Resultados de los Métodos de Optimizacion.

Modelo Método Error Ponderado Error Maximo Duracién (min)
Nelson-Siegel Nelder—Mead 0,00014508 0,0400119 0,97
Nelson-Siegel PSO 0,00013349 0,0388940 12,39
Nelson-Siegel Algoritmo Genético 0,00013380 0,0392003 59,79
Nelson-Siegel Simulated annealing 0,00021714 0,0514051 72,67
Svensson Modificado Nelder—-Mead 0,00010563 0,0317675 10,51
Svensson Modificado PSO 0,00018267 0,0444184 16,57
Svensson Modificado Algoritmo Genético 0,00010247 0,0331180 59,61
Svensson Modificado Simulated annealing 0,00413414 0,2271802 67,47

Fuente: Elaboracion propia.

Del Cuadro([1]se puede observar que el mejor ajuste de los parametros se obtiene con el
método de Nelder-Mead bajo Nelson-Siegel. Al ver las curvas 6ptimas generadas alo largo
de las optimizaciones iteradas, se observa que las formas finales no requieren dos jorobas.
Esto se confirma al estudiar los errores, tanto el error ponderado como el error maximo,
donde no se observa una mejora perceptible al aumentar la complejidad con el método de
Svensson. En particular, no se observa una superioridad del modelo Svensson Modificado
sobre el Nelson-Siegel como para justificar el uso de un modelo mas complicado (con mas
parametros), especialmente si se sigue el principio de Parsimonia. Se logra apreciar que
los métodos heuristicos muestran errores muy similares al de Nelder—Mead, pero éste
ultimo alcanza el minimo con mayor velocidad. Al realizar una optimizacién adapativa
no se cae en el riesgo de tener minimos relativos y el método simplex descendente de
Nelder—Mead se vuelve el mejor entre todos los implementados.

3.3.2. Ajuste del Parametro de Ponderaciéon del Rezago

Una vez encontrado el método mas funcional, es necesario encontrar el parametro a mas
idoneo. Para esto se realizaron varias optimizaciones con Nelder-Mead, para diferentes
meses, variando el valor de « de manera que se pudiera visualizar para cuales valores
el error maximo, separando por semana de operacion, es frecuentemente mas pequeno.
Para los datos del mes de marzo de 2024 se obtiene el siguiente grafico.
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Grafico 2: Error maximo por semana de operacion para el mes de Marzo de 2024.
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Fuente: Elaboracion propia.

Del Gréfico 2| se observa que los errores del ajuste para bonos con fecha de operacion
en las semanas iniciales del mes tienden a ser mas grandes en comparacion a bonos
con fecha de operacion mas reciente, es decir, los de la semana cinco. Es facil notar que
a partir de a« = 10 se obtiene cierta estabilidad de los errores. Para el mes de marzo se
encuentran o’s ideales cercanos a 4,9y 5,2 o los cercanos a 8,1. No obstante, estos valores
de o’s no serian definitivos ya que es lo que se observa con la informacion de unicamente
un mes particular. De acuerdo con el analisis de todos los meses en la ventada de datos
(enero 2018 - diciembre 2024), « = 5 es el que tiende a generar mejores resultados y por
lo tanto se mantiene fijo bajo esta calibracidén. Es importante repetir estos analisis cada
cierto tiempo para validar que el valor 6ptimo de rezago no ha cambiado.

3.4. Calidad del Ajuste Final

El ajuste de los valores de mercado a partir de este algoritmo se puede apreciar en el
Gréfico [3, donde se muestran los valores observados en las transacciones de mercado
secundario (valores en rojo) y los valores tedricos resultantes de la curva cero cupon
optima (valores en azul).
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Gréafico 3: Valores Observados Versus Valores Teodricos Finales.
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Fuente: Elaboracién propia.

Considérese el titulo con vencimiento al 25 de febrero de 2034 y cupones semestrales. El
cupon del 25 de agosto de 2028 se valora neto de impuestos y se descuenta con la tasa
cero correspondiente a ese plazo. Aplicando la curva cero a todos los flujos se obtiene un
valor tedrico de 111,87 %, muy cercano al precio de mercado observado de 112, 17 %.

De modo analogo, para el instrumento que vence el 4 de setiembre de 2028 -cuya tasa
cero sera practicamente igual a la del 25 de agosto de 2028 por la suavidad de la curva
paramétrica de Nelson-Siegel- se descuentan el principal y su cupon final con ese factor,
obteniéndose un valor tedrico de 108, 42 %, proximo al observado (108,68 %).

A diferencia de una curva de TIR, donde cada bono se valora con una unica tasa (véase
(9), dependiente del vencimiento), en la curva cero cup6n se usan tasas especificas para
cada flujo; ello garantiza un ajuste conjunto y coherente de todos los precios. El Grafico[3|
muestra que para la curva final obtenida, los valores tedricos reproducen adecuadamente
los valores observados a lo largo de todos los vencimientos.

4. Estimacion de la ETTI: Curva Cero Cupén e Indicadores

En esta seccién se presentan las curvas cero cupoén, segun la Definicion [10, generadas
con el modelo y los pardmetros escogidos. En el Gréfico 4] se muestran las curvas cero
cupon para varios meses entre junio de 2018 y diciembre de 2023.
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Grafico 4: Curvas Cero Cupoén: Junio 2018 - Diciembre 2023.
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Fuente: Elaboracion propia.

Entre las ventajas que brinda contar con una curva cero cupon se encuentra el hecho de
que sus tasas conforman expectativas de mercado (ver ecuacion (@), en otras palabras,
la forma de la curva cero cupon brinda informacién sobre lo que esperan los agentes
economicos sobre el futuro asi como lo que estan observando en el presente.

4.1. Interpretacion de las Curvas Cero Cupén

La curva cero cupon sintetiza, para cada vencimiento 7', el costo de descontar flujos futuros
mediante el factor P(0,7"). Su forma puede caracterizarse por tres dimensiones: (i) nivel
(el grado general de los rendimientos a lo largo de la curva), (ii) pendiente (la relacién
entre tramos corto y largo, muy sensible a la politica monetaria) y (iii) curvatura (jorobas
0 mesetas intermedias asociadas a expectativas concentradas y/o primas por preferencia
de la liquidez y riesgo crédito). A continuacion se analiza el Grafico [4]y la interpretacion
de cada ano sobre la informacién que brinda cada curva cero cupon.

= 2018 - Curvas Empinadas por Mayor Riesgo: Durante este periodo Fitch modifico
la perspectiva de Costa Rica de “estable” a “negativa” el 18 de enero. Por su parte,
Standard and Poor’s no modifico la calificacion en febrero pero advirtié del impacto
que tendria el desequilibrio fiscal en la estabilidad macroecondmica. Paralelamente,
el “spread” por riesgo pais mostrado por el indicador EMBIG pasé de 367 puntos a
386 puntos, entre diciembre 2017 y junio 2018.
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* En junio de 2018 la curva presenta una pendiente positiva y marcada: los
rendimientos de mediano y largo plazo se situan apreciablemente por encima
del tramo corto. Esta configuracion es coherente con un aumento del riesgo
soberano percibido y de la prima por plazo (preferencia de liquidez), en un
contexto de tensiones fiscales y condiciones financieras internacionales mas
estrictas.

» Para diciembre de 2018 la empinacién se acentua: el tramo largo incorpora
un sobrecargo adicional frente a junio, mientras el extremo corto no se ajusta en
igual magnitud. En términos de “forwards”, se observan trayectorias crecientes
a horizontes de 3—7 anos, propias de episodios en los que la prima estructural
domina a las variaciones del inicio de la curva.

= 2019 - Aplanamiento Incipiente con Riesgo Largo Persistente: A lo largo del afio
se observa una politica monetaria mas expansiva a nivel local, que reduce el costo
del tramo corto, pasando de un 5, 25 % en enero de 2019 hasta alcanzar un 2, 75 % al
final de ese afno. Sin embargo, el riesgo fiscal y las necesidades de financiamiento
mantienen elevada la remuneracion exigida en vencimientos largos. Por ende, la
curva comienza a aplanarse, sin que el tramo largo converja a niveles bajos.

* En junio de 2019 se mantiene empinada pero relajandose: Los recortes de
la tasa de politica desplazan a la baja el inicio de la curva cero cupén, lo que
favorece el aplanamiento. Los forwards de 1-3 afios disminuyen, sugiriendo
mas recortes de la TPM producto de una inflacién contenida a corto plazo.

* En diciembre de 2019 se describe como estandar pero aun empinada: El
tramo corto de la curva cero cupdn permanece relativamente bajo por causa
de la fuerta reduccion en la tasa de politica monetaria, pero el largo sigue alto
por riesgo fiscal y prima por plazo. El aplanamiento frente a 2018 es visible
pero incompleto. Las forwads esperadas en junio de 2019 eran aparentemente
correctas, en vista de la reduccion sostenida de la TPM a lo largo del segundo
semestre del 2019.

= 2020 - Ultra-Empinada por el Shock de la Pandemia: La irrupcion del COVID-19
provoca una fuerte relajacion monetaria y condiciones extraordinarias de liquidez.
En los primeros 6 meses las calificadoras de riesgo (Fitch, Moody’s y Standard and
Poor’s) redujeron la calificacion de riesgo de Costa Rica, como consecuencia del
sostenido déficit fiscal. Paralelamente, la inflacion cae por debajo del 1%, lo que
causa que el BCCR mueva la TPM pasando del 2,75 % hasta 0,75 %. El corto cae
a minimos historicos por la respuesta de politica, mientras que el largo resiste por
mayor prima soberana, incertidumbre macro y preferencia por liquidez.
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* En junio de 2020 se vuelve ultra-empinada: El corto plazo en niveles bajos,
mientras que el tramo medio-largo se incrementa por causa del repunte del
riesgo y la volatilidad. Forwards cortos deprimidos (expectativas de unas TPM
sostenidamente bajas), mientras que los forwards largos relativamente altos.

* En diciembre de 2020 se mantiene empinada pero con menor tension: El
corto permanece en minimos pero se alcanzan los niveles altos del largo plazo
de la curva de manera mas suave (comienza a perder el empinamiento), como
sefal de una posible estabilizacién asociada a los avances en la reapertura
global. Los forwards dejan de escalar en horizontes largos, indicando que la
prima por plazo deja de escalar.

= 2021 - Normalizaciéon con Aplanamiento (Bear—Flattening): La reactivacién en
la pospandemia provocan el giro de la politica monetaria hacia la normalizacion. El
corto plazo de la curva y el tramo largo permanecen relativamente anclados, lo que
sugiere que el nivel de equilibrio de largo plazo no se espera que aumente. En el
escenario global, se empieza a observar el surgimiento de una inflacién (interanual)
elevada, pasando de ser en enero del 1, 35 % en Estados Unidos y del 0,91 % en la
zona Euro, a serdel 5,31% y 1,90 % en junio, respectivamente. Ya para diciembre,
la inflacion de Estados Unidos alcanzaba el 7,15 % y Europa rondaba el 4, 96. Sin
embargo, Costa Rica recibe el impacto inflacionario hasta finales del afo.

* En junio de 2021 se regresa a la normalidad (aplanamiento): La TPM no
sufre cambios y el nivel del corto plazo se mantiene invariable, mientras que la
inflaciébn empieza a subir pero siempre por debajo de la meta de inflacion. El
largo plazo se ancla en el 9 %. La curva no cambia apreciablemente respecto
a diciembre de 2020, lo que coincide con el periodo de estabilidad vivido.

» En diciembre de 2021 se aprecia el “bear-flattening”: Los incrementos de
la inflacion se empiezan a observar, la cual a diciembre alcanza un nivel del
3,29 %, pero con inflaciones mensuales promedio del 0,5 %, lo que preocupa
al considerar la inflacién global elevada. Se inicia un ciclo de alzas en la TPM
para paliar la elevada inflacion que se esperaba, por lo que la parte corta sube
con fuerza mientras el largo se mueve poco. El tramo medio gana curvatura,
tipico cuando la politica domina la dinamica.

= 2022 - Aplanamiento Marcado y Meseta en el Largo: La inflacién global rondaba
el orden del 8% para junio de 2022 y los choques de materias primas elevan las
tasas de corto. Los bancos centrales endurecen con rapidez su politica monetaria
para afrontar la elevada inflacion. El extremo largo permanece relativamente estable
en vista de que el mercado no espera que la inflacidén elevada persista a 7-10 afos.
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* En junio de 2022 se vuelve claramente mas plana: Se acelera el crecimiento
de la inflacién, pasando de 3,49 % en enero a ser del orden del 10 % en junio. El
ritmo de alzas de la tasa de politica para paliar esta inflacion, pasando la TPM
de 1,25 % en enero a 4% en junio, empujan el frente de la curva. La curva se
aplana producto de que el largo queda anclado, lo cual se explica por el hecho
de que el mercado no espera que los registros elevados de inflacion persistan
a horizontes de 7-10 afnos.

* En diciembre de 2022 se aplana (meseta): La inflacidn interanual alcanza su
maximo del 12, 12 % en agosto, mientras que la TPM contintda su ascenso hasta
alcanzar su maximo en diciembre de 2022 con un valor del 9 %, de modo que
el corto plazo de la curva aumenta y el largo plazo muestra poca sensibilidad
adicional, volviendo completamente plana la curva. La estructura de forwards
sugiere un pico en 1-2 afios y una suavizacion posterior, consistente con una
desinflacién esperada y recortes a partir de 2023.

m 2023 - Descenso General y Pendientes Suaves: La inflacién se desacelera con
rapidez (se inicia una deflacion a partir de junio y durante el resto del afio) y la politica
monetaria inicia un ciclo de recortes (pasa del 9 % a inicios de afo, hasta alcazar el
6,25 % a final del afo). Se comprime la prima por plazo, la prima de riesgo (Moody’s
mejora la calificacion del pais de B2 a B1) y mejora el tono de liquidez, con una caida
del nivel de la curva en casi todos los tramos.

* En junio de 2023 desciende todo el perfil (bull-flattening): Se aplana por
el plazo corto de la curva, principalmente porque la inflacidon se desacelera con
fuerza (incluso en terreno negativo en parte del afio) y la politica monetaria inicia
un ciclo de recortes. Los forwards a 1-3 afios caen, sefialando normalizacion
de la postura monetaria.

* En diciembre de 2023 se aplana y baja: Se consolidan niveles reducidos,
con corto plazo mas bajo (reduccion de la TPM) y con primas largas conteni-
das (mejora en la percepcion de riesgo de crédito del pais). El extremo largo
acompafa a la baja sin tensiones adicionales.

4.2. Curva Cero Cupény Curva Par
A partir de la curva cero cupon en colones, se utiliza (12) para construir la curva par en

colones para Costa Rica. Se sigue la Definicion [14]y se presenta en el Gréfico [5]la curva
cero cupon y la curva par en colones para Costa Rica al 31 de mayo de 2024.
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Gréfico 5: Curva Cero Cupon y Curva Par en Colones al 31 de Mayo 2024.
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Fuente: Elaboracion propia.

Esta curva es consistente con la teoria, donde se sabe que si la curva cero cupdn es
creciente, entonces las tasas cero son mayores que las tasas par. Especificamente, el
libro de Hull (2021) indica lo siguiente:

“When the zero curve is upward-sloping, the zero rate for a particular maturity
is greater than the par yield for that maturity. When the zero curve is downward-
sloping the reverse is true.”

4.3. Curva Cero Cupén Forward

Siguiendo la Definicién [17], se puede construir la curva cero cupén forward, donde se
muestra el comportamiento esperado por el mercado para la curva cero cupén en mo-
mentos futuros. En el Gréfico [6l se muestran las tasas de interés forward observadas en
el mes de mayo de 2024.

En marzo de 2024, se espera que las curvas cero cupon forward aumenten de manera
uniforme para los plazos futuros. Esto sugiere la existencia de una prima por plazo positiva;
a la vez, el desplazamiento al alza de todas las tasas dificilmente se explica sélo por
primas, por lo que es coherente con expectativas de tasas algo mas altas a 6—-24 meses
mas una prima por plazo que no desaparece.

Para validar la lectura de las tasas forward es conveniente vigilar los siguientes factores:
sorpresas de inflacion (breakevens/encuestas), la comunicacién y decisiones del Banco
Central, la oferta de deuda y liquidez (que afectan la prima) y el riesgo externo (crecimiento
global o choques en los precios de los bienes).
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Grafico 6: Curvas Cero Cupén Forward en Colones para Costa Rica al 31 de Mayo 2024.
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Fuente: Elaboracion propia.

4.4. Tipo de Cambio Forward y Premio Cambiario

Al
cu

entremezclar la informacioén de la curva cero cupon de Costa Rica con la curva cero
pon de la Reserva Federal (RF - FED), se puede analizar el spread de tasas entre

colones y ddlares. En el Gréfico [7] se muestra la curva cero cupdn en colones y la curva
cero cupon construida por la RF en ddlares.
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Gréfico 7: Curvas Cero Cupdn en Colones y Dolares al 31 de Mayo 2024.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Se puede ver que, para ese mes, Costa Rica estaba pagando menos interés que Estados
Unidos para inversiones inferiores al ano. Cabe recordar que para ese periodo la TPM
rondaba el 4,75 % mientras que la tasa de politica monetaria de Estados Unidos (The
effective federal funds rate (EFFR)) era del 5,33 %. Desde ese mes y por el resto del afio,
la EFFR era superior a la TPM de Costa Rica.

De la Definicion se construye, para distintos momentos futuros, la curva de tipo de
cambio forward, el cual se muestra en el Grafico[8| A partir de este diferencial entre tasas
de politica monetaria, aunado a la ecuacion (8), se puede notar que el tipo de cambio
forward es decreciente en los primeros meses.

Grafico 8: Tipo de Cambio Forward al 31 de Mayo 2024.
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Fuente: Elaboracion propia.

Finalmente, con esta informacién y haciendo uso de las expectativas de mercado de tipo
de cambio que se construyen en el Banco Central de Costa Rica (2020)), aunado al premio
Cambiario (22), se puede construir la curva de premio cambiario segtn la Definicion 22

Al tomar momentos focales (6 meses, 9 meses y 1 afio) se puede estimar el premio cam-
biario (equivalente anual) para cada uno de estos plazos, para lo cual se utiliza la siguiente
ecuacion:

/
AGLT) = D g = HO0N -aen EpEen] (31)

premio cambiario

donde EF [51/5(15, T)} son las expectativas (de mercado) de devaluacion calculadas por el

BCCR, 6(t,T) es la tasa cero cupdn (compuesta continuamente) en colones del BCCR
y 6)(t,T) es la tasa cero cupon (compuesta continuamente) en délares de la RF. En el
Grafico[9 se muestra la evolucion del premio cambiario para esos plazos focales.
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Graéfico 9: Evolucién del Premio Cambiario y Tipo de Cambio.
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Fuente: Elaboracion propia.

5. Conclusiones y Limitaciones

Este trabajo presenta una metodologia operativa y libre de arbitraje para estimar la curva
cero cupon en colones para Costa Rica, construida a partir de precios observados de
bonos soberanos (cero cupdn y cuponados a tasa fija) del Gobierno y del Banco Central,
incorporando explicitamente impuestos sobre las ganancias de capital, ponderaciones
por monto negociado y antigliedad de la transaccion, asi como restricciones no lineales
de no—arbitraje sobre las tasas forwards instantaneas. Se desarrolla lo siguiente:

1. Consistencia de no-arbitraje y ajuste conjunto: Valorar cada flujo de los bonos
cuponados con la estructura de factores de descuento P(t,T") garantiza coherencia
entre instrumentos (Teoremas[2]y[3)) y elimina las incoherencias de una “curva TIR".
El resultado empirico es un ajuste holistico robusto de las valoraciones a lo largo de
vencimientos, evidenciado en el Grafico [3]

2. Nelson-Siegel con restricciones (parsimonia): En la comparacion de algoritmos
(Cuadro[T), el modelo Nelson—Siegel sujeto a restricciones de no—arbitraje y a cotas
dinamicas en los parametros, combinado con Nelder-Mead y warm start semanal,
ofrece el mejor compromiso entre calidad de ajuste, velocidad de convergencia y
estabilidad intertemporal. La opcién parsimoniosa es preferible, en vista de que la
mayor flexibilidad del Svensson modificado no implicO mejoras materiales en los
errores para el mercado local.
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3. Ponderacion “tropicalizada” y rezagos: La funcion de pérdida ponderada por
monto y antigliedad ((29)—(30)) mitiga la baja bursatilidad, mejora la robustez frente
a outliers y prioriza informacion fresca sin descartar completamente el historial. La
calibracion sugiere valores de « en torno a 5 para el periodo analizado (Gréafico [2)).

4. Indicadores econémicos: A partir de la curva cero cupon se construyen, de forma
coherente, las tasas forward, la curva par y la curva de premio cambiario. Estos
indicadores permiten lecturas claras sobre expectativas de tasas, primas por plazo
y peremio pais, y contextualizan los episodios macro-financieros.

En conjunto, la contribucion es triple: (i) abandonar la TIR como insumo y modelar sobre
valores netos con impuestos, (ii) imponer explicitamente no—arbitraje con restricciones
sobre las tasas forward instantaneas vy (iii) “tropicalizar” la estimacion a un mercado de
baja liquidez mediante ponderaciones y warm start. El resultado es una curva operativa,
estable y util para valoracion, gestion de riesgos y analisis de politica.

Limitaciones. Aunque la metodologia propuesta es operativa y produce resultados que
son economicamente razonables, subsisten limitaciones que conviene explicitar:

1. Baja bursatilidad: La escasez de transacciones en ciertos tramos obliga a usar
ventanas con rezago y ponderaciones, lo que introduce frade-offs entre actualidad y
estabilidad. La ausencia de STRIPS y de derivados liquidos limita anclajes directos
en algunos vencimientos.

2. Calibracion de las ponderaciones: El parametro o de la ponderacién se fijé a partir
del desempeno promedio. Cambios en microestructura (mayor bursalitilidad o mas
oferta de titulos) podrian requerir recalibraciones de este parametro.

3. Medida de riesgo neutral vs. mundo real: Las tasas forward reflejan, en general,
valoraciones bajo medida de riesgo neutral; su lectura como expectativas “puras”
requiere separar primas (de plazo, liquidez, crédito), lo cual depende de modelos
adicionales y de datos externos.

En suma, la metodologia logra el objetivo de construir una curva cero cupdn en colones,
libre de arbitraje y util para valoracién y riesgos, con un disefio cuidadoso para el mercado
costarricense. La adopcion institucional, junto a los indicadores econdmicos derivados de
la curva cero cupon, asi como una gobernanza de datos rigurosa, permiten consolidar su
uso como referencia estandar para decisiones de inversion, gestion de pasivos y analisis
de politica monetaria.
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